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 چکیده

 یابیرونبر اصل ب یمبتن دیتول یتکنولوژ یسازمدل یها براداده یپوشش لیمورد استفاده در تحل یروش اصل موضوع

ه در ک شودیم فیتعر ییهایصورت اشتراک همه تکنولوژبه یواقع دیتول یروش، مدل تکنولوژ نیحداقل است. در ا

 نیروش کوچکتر نیکنند. مدل حاصل از ایصدق م یواقع یتکنولوژ کنندهفیدسته مشخص از اصول توص کی

-کاب یمتاتکنولوژ کی یسازمدل یروش برا نیمقاله، از ا نیبرآوردکننده اصول مفروض است. در ا یتکنولوژ

ل منظور، ابتدا اصو نیا ی. برامیکنیآن استفاده م یگروه یهایتکنولوژ یتمیبا فرض تحدب لگار دیداگلاس جد

ا استفاده از .  بمیکنیم حیو تشر یرا معرف یخود متاتکنولوژ یهایژگیو هیبر پا ینولوژمتاتک فیتوص یبرا ازیمورد ن

. میکنیم فیتعر ریمتغ اسیآن را تحت فرض بازده به مق یگروه یهایو تکنولوژ دیجد یاصول، متاتکنولوژ نیا

 کیهر  کهیاست بطور سداگلا-کاب یهایداگلاس برابر با اجتماع تکنولوژ-کاب یکه متاتکنولوژ میکنیثابت م

ه ک میدهیشده است. سپس، نشان م دیتول یگروه یمشاهده شده در آن تکنولوژ رندهیگمیتصم یتوسط واحدها

ستند. ه تیخاص نیآن واجد ا یگروه یهایتکنولوژ نکهیبا وجود ا ست،یمحدب ن یتمیلزوماً لگار یمتاتکنولوژ نیا

 یابرآوردکننده مجموعه یخروج-یورود یمجموعه از بردارها کی ورتصداگلاس را به-کاب یدر ادامه، متاتکنولوژ

 ییکارا یریگاندازه یارائه شده برا یجبر فیاز توص ت،ی. در نهامیکنیم حیتشر یو با مثال عدد انیب یجبر طیاز شرا

 بسط یامرحلهروش تک کیو  میکنیداگلاس استفاده م-کاب یدر متاتکنولوژ رندهیگمیتصم یواحدها یورود

 یطخ یسازنهیمسئله به کیتنها با حل  یابیتحت ارز رندهیگمیواحد تصم ییکارا ،یشنهادی. در روش پمیدهیم

  .شوندیم حیتشر یارائه شده با استفاده از مثال عدد جی. نتاشودیمحاسبه م
 

داقل، ح یابیها، اصل برونداده یپوشش لیتحل ،یتکنولوژدرون یتمیتحدب لگار ،یمتاتکنولوژ های کلیدی:واژه

 .یخط یسازنهیبه ،ییکارا

                                                 

  :m.mehdiloo@uma.ac.ir Email                                                                                                        دار مکاتبات:هعهد .*
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 مقدمه -5

 فایکرد اعمل یابیارز یهاروش شرفتیدر پنقش موثری قدرتمند،  یلیابزار تحل کیها به عنوان داده یپوشش لیتحل

توسط چارنز و همکاران ابداع این روش است. از زمان  افتهی یاژهیو گاهیجا جامع از عملکرد یهایابیارائه ارزو با نموده 

 ،، نظام سلامتیمختلف از جمله بانکدار یهادر بخش رندهیگمیتصم یعملکرد واحدها یابیدر ارزکاربرد آن ، [1]

 . [2] قرار گرفته است توجهونقل و آموزش مورد حمل ،یکشاورز

گیرنده است. این فرض تصمیمها تجانس واحدهای یک فرض مشترک و اساسی در کاربردهای تحلیل پوششی داده

ها( را با استفاده از گیرنده نوع یکسانی از محصولات یا خدمات )خروجیبه این معناست که همه واحدهای تصمیم

کنند. همچنین، محیط فعالیت این واحدها در جهت ارزیابی کارایی تقریباً ها( تولید مینوع یکسانی از منابع )ورودی

 .[3–5] مشابه است

ها را استدلال کرده عدم برقراری فرض تجانس در مواردی از کاربردهای تحلیل پوششی داده [6]اودُنِل و همکاران 

کنند. در روش پیشنهادی آنها، واحدهای و مفهوم متاتکنولوژی را برای مواجهه با چنین کاربردهایی پیشنهاد می

افی رنده در هر گروه به میزان کشوند، بطوریکه واحدهای تصمیم گیبندی میگیرنده به چندین گروه تقسیمتصمیم

ی به های گروهکنند. سپس، اجتماع تکنولوژیشوند و یک تکنولوژی گروهی را ایجاد میمتجانس در نظر گرفته می

  است. بالا-به-سازی متاتکنولوژی بر مبنای این تعریف یک روش پایینشود. مدلعنوان متاتکنولوژی تعریف می

 سازی تکنولوژی واقعی تولیدها برای مدله در چارچوب استاندارد تحلیل پوششی دادهروش غیرپارامتری مورد استفاد

اشتراک  صورتروش اصل موضوعی مبتنی بر اصل برونیابی حداقل است. در این روش، مدل تکنولوژی تولید واقعی به

 کنند. واقعی صدق میکننده تکنولوژی شود که در یک دسته مشخص از اصول توصیفهایی تعریف میهمه تکنولوژی

سازی متاتکنولوژی را مورد بحث و بررسی قرار داده چگونگی بکارگیری روش بالا برای مدل [7]مهدیلو و همکاران 

ت. انگیزه اتکنولوژی اسکننده متکنند که مبتنی بر اصول توصیفسازی ارائه میپایین برای مدل-به-و یک روش بالا

های گروهی کننده تکنولوژیبالا مبتنی بر اصول توصیف-به-آنها برای ارائه روش پیشنهادی این است که روش پایین

 وند. شود که بایستی رفع شکننده خود متاتکنولوژی، و این باعث ایجاد سوالات و ابهاماتی میاست و نه اصول توصیف

دهند، بطوریکه هیچ ارتباط تعبیر جدیدی از متاتکنولوژی را ارائه می [7]یلو و همکاران برای رفع این ایرادات، مهد

 شود. در عوض، آنها ثابتهای گروهی آن در نظر گرفته نمیای میان متاتکنولوژی و تکنولوژیاز پیش تعیین شده

گروهی( های گروهی )تحدب دروناری هر متاتکنولوژی تحت فرض تحدب تکنولوژیکنند که توصیف ساختمی

سازی آنها مبتنی بر اعمال اصل برونیابی حداقل در سطح های گروهی آن است. روش مدلصورت اجتماع تکنولوژیبه

دامه، آنها یک ها است. در اخود متاتکنولوژی است و منطبق با همان شیوه مورد استفاده در تحلیل پوششی داده

ی سازی خطهای بهینهدهند و بر مبنای این توصیف، مدلتوصیف جبری جدید از متاتکنولوژی مذکور را بسط می

 کنند.های تکنیکی و اقتصادی ارائه میبرای ارزیابی کارایی

ته قرار گرف های علمی مختلف مورد استفادهها و حتی حوزهطور گسترده و تجربی در بخشبهرویکرد متاتکنولوژی 

گیرنده در متاتکنولوژی نسبت کارایی هر واحد تصمیم (مراجعه شود. [8]به ای در این زمینه، )برای مرور تازه .است

 تاکاراییمو  گروهیکارایی درونبه تکنولوژی گروهی که در آن قرار دارد و نیز نسبت به خود متاتکنولوژی بترتیب 

کننده محیط گروهی شوند. همچنین، شکاف بین این دو نوع کارایی، به عنوان شاخصی از ماهیت محدودنامیده می

 . [5]شود تفسیر می

یکی از اصول مهم و تاثیرگذار در ارزیابی متاکارایی، انتخاب نوع تحدب حاکم بر متاتکنولوژی است. بر این اساس، تا 

( متاتکنولوژی نامحدب حاصل از عدم اعمال هر گونه فرض 1اند: )سازی شدهها مدلکنون سه نوع از متاتکنولوژی
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( متاتکنولوژی محدب مبتنی بر 1گروهی، )متاتکنولوژی نامحدب مبتنی بر اعمال فرض تحدب درون( 2تحدب، )

 [7]ها، به سازی این متاتکنولوژیگروهی. )برای جزئیات بیشتر درباره مدلگروهی و بینهای دروناعمال تحدب

اعمال تحدب کنند که اثبات می [9]بررسی نظری و تحلیل تجربی، کرستنز و همکاران  در یکمراجعه شود.( 

 شود.ارزیابی متاکارایی میگیری در جهتانحراف و بروز ، به شکل معناداری موجب گروهیبین

ستوار ا اصل نیبر اها این است که اغلب آنها استاندارد تحلیل پوششی داده یهانکته قابل توجه درباره تکنولوژی

د تکنولوژی استاندارمحدب،  یهاتکنولوژیاز  جیمثال را کیمجموعه محدب است.  کی دیتول یکه تکنولوژهستند 

 .افتی [11–13]در  توانیآن را مپیدایش  منشأاست که  [10]نکِر و همکاران بَپیشنهادی  مقیاس متغیر-به-زدهبا

  .است یکاهش ایثابت  ،یشیافزا قطعه خطی آن-مرز قطعهمختلف  هایبخشدر  اسیبازده به مق این تکنولوژی،در 

از  ممکن است استفادهوجود دارد که  هاییموقعیت، مقیاس متغیر-به-تکنولوژی استاندارد بازده تیمحبوب علیرغم

تقریب یک تکنولوژی واقعی غیرمحدب را در نظر بگیرید که مرز آن به عنوان مثال، . این تکنولوژی مناسب نباشد

است. در چنین موقعیتی، استفاده از تکنولوژی  یشیافزا ینواح آندر  اییهحاش وریهمه جا مقعر نیست و بهره

وری هرهبمذکور به عنوان مدل تکنولوژی واقعی دقیق و قابل قبول نیست، زیرا مرز تولید در این مدل مقعر است و لذا 

  .است یشیافزا ریغدر سراسر مرز  ایحاشیه

در  اییهاشح وریمبنی بر افزایشی بودن بهره یلیدلا یکاربرد تجرب کیاگر در آید که بنابراین، این سوال پیش می

سازی تکنولوژی تولید مدل ی اصل تحدب معمولی دربرا مناسبجایگزین ، مرزی وجود داشته باشد ینواح یبرخ

تا  کنندمعرفی می لگاریتمی را به عنوان جایگزین تحدبفرض  [14] راتایندیبنکر و مایست؟ در پاسخ، واقعی چ

ای در مرز تولید را فراهم کنند. مدل پیشنهادی آنها یهحاش وریی بودن همزمان بهرهثابت و کاهش ،یشیافزاامکان 

  .ی استخط یتمیلگارقطعه -داگلاس است که مرز آن بطور قطعه-تکنولوژی کاب

که به  هاستهای ارزیابی کارایی در تحلیل پوششی دادهای از مدلداگلاس مرتبط با دسته-تکنولوژی استاندارد کاب

شده  یمعرف خطی-پوشش لگاریتمیبر اساس اصل  [15] و همکاران وسط چارنزت های ضربی معروف هستند ومدل

ه بطوریکاست  ریپذانعطاف یبه اندازه کاف داگلاس-کاب تکنولوژی. دانهافتی بسط [16] و همکاران توسط بنکر

برای اطلاعات بیشتر،  .[17] دصورت همزمان نمایان کنبهرا  دیتول در مرزقعر تو  آفینی تحدب، حالتسه تواند هر می

 و منابع آنها مراجعه شود.  [17 ,18]به 

ها مبتنی بر فرض تحدب های موجود متاتکنولوژی در تحلیل پوششی دادهدانیم، هیچ یک از مدلتا جایی که ما می

ازی یک سگاریتمی نیست. با توجه به اهمیت انتخاب نوع تحدب متاتکنولوژی، هدف اصلی این مقاله معرفی و مدلل

ری متاکارایی گیگروهی و استفاده از آن برای اندازهداگلاس جدید بر پایه اصل تحدب لگاریتمی بین-متاتکنولوژی کاب

توصیف کننده متاتکنولوژی کاب داگلاس را معرفی و تشریح شود. برای دستیابی به این هدف، ابتدا اصول تعریف می

های گروهی آن را تحت فرض بازده به داگلاس و تکنولوژی-کنیم. با استفاده از این اصول، متاتکنولوژی کابمی

 کنیم. مقیاس متغیر تعریف می

 گیرنده مشاهده شده درداگلاس تولید شده توسط واحدهای تصمیم-های کابکنیم که اجتماع تکنولوژیثابت می

داگلاس است. همچنین، نشان -زیرگروه متناظر آن تکنولوژی گروهی یک توصیف ساختاری از متاتکنولوژی کاب

این  های گروهی آنداگلاس لزوماً لگاریتمی محدب نیست، با وجود اینکه تکنولوژی-دهیم که متاتکنولوژی کابمی

داگلاس را ارائه و آن را با یک مثال عددی -جدید از متاتکنولوژی کابویژگی را دارند. در ادامه، یک توصیف جبری 

گیرنده در کنیم. با استفاده از توصیف جبری ارائه شده، متاکارایی شعاعی ورودی واحدهای تصمیمتشریح می

 کنیم. ای( ارائه میمرحلهای و دیگری تکداگلاس را بررسی و دو روش )یکی چندمرحله-متاتکنولوژی کاب
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-گیرنده تحت ارزیابی مبتنی بر توصیف ساختاری متاتکنولوژی کابدر روش اول، محاسبه متاکارایی واحد تصمیم

های گیرنده تحت ارزیابی برابر با مینیمم مقدار کاراییداگلاس است. در این روش، متاکارایی واحد تصمیم

سازی مورد نیاز در این روش مسائل بهینهاش است. های گروهیگروهی ورودی این واحد نسبت به تکنولوژیدرون

 ها است. همگی از نوع خطی و تعداد آنها برابر با تعداد گروه

شود. در این روش، متاکارایی واحد سازی میداگلاس پیاده-روش دوم بر مبنای توصیف جبری متاتکنولوژی کاب

له شود. اگرچه این مسئله یک مسئگیری میسازی اندازهگیرنده تحت ارزیابی تنها با حل یک مسئله بهینهتصمیم

به سازی خطی است. بنابراین، محاسکنیم که معادل با یک مسئله بهینهسازی غیرخطی مختلط است، ثابت میبهینه

ازی سپذیر است. چون حل مسائل بهینهسازی خطی امکانداگلاس با حل تنها یک مسئله بهینه-متاکارایی کاب

سازی براحتی قابل اجرا است، استفاده از مدل پیشنهادی ما برای محاسبه افزارهای رایج بهینهخطی با استفاده از نرم

داگلاس از دید عملی کارا و به سادگی قابل اجرا است. همچنین، از لحاظ محاسباتی، نسبت به روش -متاکارایی کاب

 اول کاراتر است.

های مورد استفاده در این مقاله را معرفی نمادگذاری دومبخش  .ستا زیر رتبصودر ادامه مقاله  ینامه ادا رساختا

داگلاس در چارچوب -سازی اصل موضوعی تکنولوژی کابکند. سپس، مقدمات لازم از تکنولوژی تولید و مدلمی

-باگیری کارایی شعاعی در تکنولوژی استاندارد ککند. همچنین، اندازهها را ارائه میاستاندارد تحلیل پوششی داده

داگلاس تحت فرض تحدب -سازی اصل موضوعی متاتکنولوژی کابکند. بخش سوم مدلداگلاس را یادآوری می

ه دهد. همچنین، نتایج ارائهای گروهی را بررسی و توصیف جبری این متاتکنولوژی را ارائه میلگاریتمی تکنولوژی

داگلاس ارائه -گیری متاکارایی کابندازهکند. بخش چهارم دو روش برای اشده را با یک مثال عددی تشریح می

های پیشنهادی در بخش چهارم را برای مثال عددی بخش سوم اجرا و نتایج را تفسیر دهد. بخش پنجم روشمی

 های آتی است.گیری و پیشنهادات برای انجام پژوهشکند. بخش ششم شامل نتیجهمی

 مقدمات -8

 دیتول یو تکنولوژ ینمادگذار -8-5

𝑑کنیم. برای هر عدد صحیح مورد استفاده در این مقاله را معرفی می نمادهایدر این زیربخش،  ≥ فضای ، 1

+ℝهای نامنفی و مثبت آن را بترتیب با و متعامدکنج ℝ𝑑بعدی را با -𝑑اقلیدسی 
𝑑  وℝ++

𝑑 دهیم.نمایش می 

,𝒜نویس را با حروف بزرگ خوش هامجموعه ℬ, . ,𝒂و بردارها را با حروف کوچک برجسته  .. 𝒃, . دهیم. نمایش می ..

𝑖برای  = 1, … , 𝑑مولفه ، 𝑖-بردار  ام𝒂 ∈ ℝ𝑑  صورتبه حرف کوچک موربرا با 𝑎𝑖 دهیم. بردارهای نشان می

ارها از دهیم. بعد این بردنشان می 𝟏و  𝟎های آنها بترتیب برابر صفر و یک هستند را با صفر و یک که همه مولفه

کنیم که همه بردارها ستونی هستند و برای نمایش ترانهاده آنها فرض میشود. موقعیت مورد استفاده استنباط می

 کنیم.استفاده می 𝑇از بالانویس 

 ن،ی. بنابرامیکنیاستفاده م 𝒂بردار  یامولفه تمیام و لگار-𝑝توان  شینما یبرا بیبترت ln(𝒂)و  𝒂𝑝 یاز نمادها

𝒂𝑝 = (𝑎1
𝑝, … , 𝑎𝑑

𝑝)𝑇  وln(𝒂) = (ln 𝑎1, … ,ln 𝑎𝑑)𝑇 .بردار دو  یبرا𝒂, 𝒃 ∈ ℝ𝑑یبردار ی، نامساو 

𝒂 ≥ 𝒃 (𝒂 > 𝒃 ) یاسکالر یاست که نامساو معنی نیابه 𝑎𝑖 ≥ 𝑏𝑖 (𝑎𝑖 > 𝑏𝑖ای هاندیسهمه  ی( برا𝑖 =

1, . . . , 𝑑 .برقرار است 

𝒯)یا مجموعه امکان تولید(  تکنولوژی ⊂ ℝ+
𝑚 × ℝ+

𝑠  با𝑚 ≥ 𝑠ورودی و  1 ≥ گیریم. خروجی را در نظر می 1

,𝒙)گیرنده یک واحد تصمیم 𝒯هر عضو تکنولوژی  𝒚)  است، بطوریکه𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚)𝑇  و𝒚 =

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑠)𝑇  .بترتیب بردارهای ورودی و خروجی این واحد هستند 
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,𝒙)ده گیرنهمه واحدهای تصمیم صورت مجموعهبه 𝒯در چارچوب مفهومی، تکنولوژی  𝒚) شود، بطوریکه تعریف می

 تولید کرد: 𝒙توان با بردار ورودی را می 𝒚بردار خروجی 

𝒯، تکنولوژی مثبت 𝒯متناظر با تکنولوژی 
++

𝒯و تکنولوژی نپری  
𝑙𝑛

 شوند:صورت زیر تعریف میبه  

𝒯
++

= 𝒯 ∩ (ℝ++
𝑚 × ℝ++

𝑠 ), 𝒯
𝑙𝑛

= {(ln(𝒙) , ln(𝒚))| (𝒙, 𝒚) ∈ 𝒯
++

}. 

صورت ( داریم که آنها را بهمشاهداتشده )ه گیرنده مشاهدواحد تصمیم 𝐽متشکل از  𝒩کنیم یک مجموعه فرض می

(𝒙𝑗, 𝒚𝑗) ،𝑗 ∈ 𝒥 = {1, … , 𝐽}برای هر دهیم. بعلاوه، ، نشان می𝑗 ∈ 𝒥کنیم که بردارهای ورودی و ، فرض می

𝒙𝑗مثبت هستند؛ یعنی،  ام-𝑗خروجی واحد  > 𝒚𝑗و  𝟎 > 𝟎 . 

,𝒙𝑜)که کارایی آن تحت ارزیابی است، با  ایگیرندهتصمیمواحد  𝒚𝑜) ∈ 𝒯 شود. در کاربردهای نشان داده می

کنیم، و لذا شده است. ولی، ما چنین فرضی نمیگیرنده معمولاً یکی از واحدهای مشاهدهواقعی، این واحد تصمیم

که بردارهای ورودی و خروجی کنیم نشده باشد. فرض میشده یا مشاهدهدهتواند مشاهگیرنده میتصمیماین واحد 

𝒙𝑜واحد تحت ارزیابی مثبت هستند؛ یعنی،  > 𝒚𝑜 و 𝟎 > 𝟎. 

 داگلاس-استاندارد کاب یتکنولوژ -8-8

وع که نقطه شر کنیممی داگلاس را بررسی-سازی اصل موضوعی متاتکنولوژی کاببعدی این مقاله، مدل در بخش

و لذا این زیبخش به  داگلاس و توصیف جبری معادل آن است-ن تعریف اصل موضوعی تکنولوژی استاندارد کابآ

-به-داگلاس این است که برخلاف تکنولوژی استاندارد بازده-انگیزه معرفی تکنولوژی کاب .پردازدآنها پرداخته می

ای وری حاشیهارائه شده است، امکان افزایش، ثابت بودن و کاهش بهره [10]مقیاس متغیر که توسط بنکر و همکاران 

ت صورتواند هر سه حالت تحدب، خطی بودن و تقعر در مرز تولید را بهکند و میدر طول مرز تکنولوژی را فراهم می

داگلاس، ابتدا تعریف اصل برونیابی حداقل را یادآوری -. برای تعریف تکنولوژی کاب[17]همزمان نمایان کند 

 است. [10]و بنکر و همکاران  [11]کنیم که متعلق به آفرییت می

شوند و میای از مشاهدات تولید هایی است که توسط مجموعهمجموعه همه تکنولوژی 𝕋فرض کنید  5-8تعريف 

𝒯minکنند. در این صورت، تکنولوژی ای مشخص از اصول تولید را برآورده میمجموعه ∈ 𝕋 اصل برونیابی حداقل 

𝒯ولوژی کند اگر برای هر تکنا برآورده میبر مبنای اصول مذکور ر ∈ 𝕋 رابطه ،𝒯min ⊆ 𝒯  .برقرار باشد 

 کنند:است که در سه اصل زیر صدق می 𝒯های مجموعه همه تکنولوژی 𝕋CDکنیم ، فرض می1-2تعریف  بهبا توجه 

𝑗( به ازای هر شمول مشاهدات) اصل الف ∈ 𝒥داریم ، (𝒙𝑗, 𝒚𝑗) ∈ 𝒯. 

,𝒙)( اگر پذیری قویامکان) اصل ب 𝒚) ∈ 𝒯 آنگاه ،(𝒙̃, 𝒚̃) ∈ 𝒯  برای هر𝒙 ≥ 𝒙 𝟎 و هر ≤ 𝒚̃ ≤ 𝒚. 

𝒯( تکنولوژی مثبت تحدب لگاریتمی) اصل پ
++

,𝒙̂)لگاریتمی محدب است: به ازای هر   𝒚̂), (𝒙̃, 𝒚̃) ∈ 𝒯
++

 

𝛼و هر  ∈ ,𝒙̂𝛼𝒙̃(1−𝛼)) ، داریم(0,1) 𝒚̂𝛼𝒚̃(1−𝛼)) ∈ 𝒯
++

. 

شوند. این ها نامیده میها و خروجیپذیری قوی ورودیاصول الف و ب بترتیب اصل شمول مشاهدات و اصل امکان

مقیاس متغیر یکسان هستند. ولی اصل پ، فرض -به-دو اصل با اصول متناظر در تعریف تکنولوژی استاندارد بازده

حدب اصل این است که تاین ابل توجه راجع به کند. نکته قتحدب معمولی را با فرض تحدب لگاریتمی جایگزین می

𝒯 = { (𝒙, 𝒚) ∈ ℝ+
𝑚 × ℝ+

𝑠
∣
∣ 𝒚 را تولید کند تواند می  𝒙 }. (1)  
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𝒯لگاریتمی تکنولوژی مثبت 
++

𝒯معادل با تحدب معمولی تکنولوژی نپری  
𝑙𝑛

با استفاده از سه اصل بیان  است. 

 شود.صورت زیر تعریف میداگلاس به-شده، تکنولوژی استاندارد کاب

𝒯داگلاس -تکنولوژی استاندارد کاب 8-8تعريف 
CD

پ صدق -هایی است که در اصول الفهمه تکنولوژیشتراک ا 

 کنند:می

𝒯توان نشان داد که خود تکنولوژی می
CD

𝒯 کند، و لذامی اصل الف، ب و پ صدقهر سه در  
CD

 ∈ 𝕋
CD

نا بر . ب

𝒯کند که ، این تضمین می(2)تعریف 
CD

کننده اصول استفاده شده در تعریف آن کوچکترین تکنولوژی برآورده 

گیرنده غیرقابل توصیف با اصول الف، ب و پ نیست. قضیه زیر است. بنابراین، این تکنولوژی شامل هیچ واحد تصمیم

 دهد.داگلاس ارائه می-تکنولوژی استاندارد کاببرای توصیف جبری یک 

𝒯داگلاس -تکنولوژی استاندارد کاب 5-8قضیه 
CD

,𝒙)برابر است با مجموعه همه   𝒚) ∈ ℝ+
𝑚 × ℝ+

𝑠  که در

 کنند:شرایط زیر صدق می

 داگلاس-کارايي شعاعي در تکنولوژی کاب 8-3

 م. کنیداگلاس با رویکرد ورودی را یادآوری می-گیری کارایی شعاعی )فارل( در تکنولوژی کابدر این بخش اندازه

,𝒙)گیرنده یک واحد تصمیم 3-8تعريف  𝒚) ∈ 𝒯 شود اگر هیچ کارای شعاعی ورودی نامیده می𝜃 < موجود  1

,𝜃𝒙)نباشد بطوریکه  𝒚) ∈ 𝒯 . 

,𝒙𝑜)گیرنده ، کارایی شعاعی ورودی واحد تصمیم1-2بنا بر تعریف  𝒚o) داگلاس -در تکنولوژی استاندارد کاب𝒯
CD

 

 شود:سازی زیر تعریف میمقدار بهینه مسئله بهینهبرابر با 

 بندی کرد:ر فرمولتوان به صورت معادل زیرا می (0)سازی نه، مسئله بهی1-2ه قضیبا استفاده از 

𝒯CD: = ⋂ 𝒯

𝒯∈𝕋CD

.  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

≤ 𝒙, ∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

≥ 𝒚, ∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

= 1, 𝝀 ≥ 𝟎.  

𝜃𝑜 = min  𝜃
                 subject to

                             (𝜃𝒙𝑜 , 𝒚𝑜) ∈ 𝒯CD

                    𝜃 sign free.

  

𝜃𝑜 = min  𝜃
                subject to

                          ∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

≤ 𝜃𝒙𝑜 ,

                        ∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

≥ 𝒚𝑜 ,

                  ∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

= 1,

                              𝜃 sign free, 𝝀 ≥ 𝟎.
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0در نامساوی  (1)در مسئله  𝜃𝑜توان نشان داد که مقدار بهینه می < 𝜃𝑜 ≤ کند. بنابراین، واحد صدق می 1

,𝒙𝑜)گیرنده تصمیم 𝒚o) داگلاس -در تکنولوژی استاندارد کاب𝒯CD کارای شعاعی ورودی است اگر و و فقط اگر 

𝜃𝑜 = 1 . 

𝜑سازی غیرخطی است، با تغییر متغیر یک مسئله بهینه (1)اگرچه مسئله  ≔ −ln(𝜃) توان آن را بطور معادل می

 سازی خطی زیر تبدیل کرد:به مسئله بهینه

′𝜃باشد، آنگاه  (1) جواب بهینه مسئله ∗𝝀و  ∗𝜑اگر  = exp(−𝜑∗)  و𝝀′ = 𝝀∗  یک جواب بهینه برای مسئله

 خواهد بود. بنابراین، داریم: (1)

سازی توان با حل مسئله بهینهرا می 𝒯CDداگلاس -در تکنولوژی کاب 𝜃𝑜 شعاعی ورودیدر نتیجه، اندازه کارایی 

 بدست آورد. (0)و استفاده از رابطه  (1)خطی 

 داگلاس -متاتکنولوژی کاب -3

های تولید در حوزه تولید غیرپارامتری استاندارد، روشی است که در سازی اکثر تکنولوژیبرای مدل معمولروش 

، استفاده از این روش برای [7]بکار گرفته شد. پیرو  داگلاس-برای تقریب تکنولوژی استاندارد کاب 2-2بخش 

این روش استفاده از گونه ابهامی است. بنابراین، در این بخش داگلاس بدون هیچ-سازی متاتکنولوژی کابمدل

نیم. کریف میداگلاس را تع-شود. ابتدا نمادها و اصول مورد نیاز را معرفی و با استفاده از آنها متاتکنولوژی کابمی

 کنیم.سپس، نمایش جبری معادل این متاتکنولوژی را ارائه می

𝒩زیرگروه ناتهی و مجزای  𝐺را به  𝒩مجموعه مشاهدات 
𝑔

 ،𝑔 ∈ 𝒢 = {1, … , 𝐺}کنیم، بطوریکه ، تجزیه می

 کنند. به عبارت دیگر، مشاهدات در یکمشاهدات در هر زیرگروه در محیط مشابهی با تجانس کافی فعالیت می

ها های متناظر سایر زیرگروهکنند که ممکن است با تکنولوژیزیرگروه در یک )زیر(تکنولوژی گروهی فعالیت می

𝐺کنیم که حداقل دو یا بیشتر زیرگروه وجود دارد )متفاوت باشد. در ادامه، فرض می > (، مگر اینکه خلاف آن 1

 به صراحت بیان شود.

𝑔برای هر  ∈ 𝒢دات در زیرگروه های مشاه، مجموعه اندیس𝒩𝑔  را با𝒥𝑔 دهیم و تکنولوژی گروهی القا نشان می

𝒯𝑔 ،𝑔های گروهی دهیم. متاتکنولوژی متناظر تکنولوژینشان می 𝒯𝑔را با  𝒩𝑔شده توسط  ∈ 𝒢 را نیز با ،𝒯
𝒢

 

𝒯با استفاده از نمادهای معرفی شده، متاتکنولوژی  دهیم.نمایش می
𝒢

 :شودمیتعبیر  زیرصورت به 

𝜑𝑜 = max  𝜑

          subject to

                                                ∑ 𝜆𝑗ln(𝒙𝑗)

𝑗∈𝒥

≤ ln(𝒙𝑜) − 𝜑,

                                       ∑ 𝜆𝑗ln(𝒚𝑗)

𝑗∈𝒥

≥ ln(𝒚𝑜),

                  ∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥

= 1,

                               𝜑 sign free, 𝝀 ≥ 𝟎.

                  (1)  

𝜃𝑜 = exp(−𝜑𝑜). (0)  

𝒯𝒢 = { (𝒙, 𝒚) ∈ ℝ+
𝑚 × ℝ+

𝑠
∣
∣ 𝒙 میتواند 𝒚 را تولید کند }. (8) 
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معرفی شده است و متفاوت با تعریف  [7]برای اولین بار توسط مهدیلو و همکاران  (8)صورت تعبیر متاتکنولوژی به

این است که  (8)اش است. علت و اهمیت معرفی تعبیر های گروهیصورت اجتماع تکنولوژیاولیه متاتکنولوژی به

اتکنولوژی و از تکنولوژی تولید است و هیچ ارتباط از پیش تعیین شده بین مت (1)کاملاً منطبق بر تعبیر کلی 

𝒯های متاتکنولوژی برای توصیف ویژگی(، 8بر مبنای تعبیر ) کند.های گروهی آن اعمال نمیتکنولوژی
𝒢

با  

𝒯های گروهی تکنولوژی
𝑔

 ،𝑔 ∈ 𝒢کنیم.، اصول زیر را معرفی می 

𝒯( متاتکنولوژی های گروهیشمول تکنولوژی) 5اصل 
𝒢

اش است. یعنی، به ازای های گروهیشامل همه تکنولوژی 

𝑔  هر ∈ 𝒢داریم ، 𝒯
𝑔

⊆ 𝒯
𝒢

. 

𝑔( به ازای هر شمول گروهی مشاهدات) 8اصل  ∈ 𝒢 مشاهدات زیرگروه ،𝑔- ام در تکنولوژی گروهی𝒯
𝑔

قرار  

𝒩𝑔 دارند. یعنی، ⊂ 𝒯𝑔. 

𝑔( به ازای هر گروهیپذیری قوی درونامکان) 3اصل  ∈ 𝒢 اگر ،(𝒙, 𝒚) ∈ 𝒯𝑔 آنگاه ،(𝒙̃, 𝒚̃) ∈ 𝒯𝑔 برای هر 

𝒙̃ ≥ 𝒙 𝟎 و هر ≤ 𝒚̃ ≤ 𝒚. 

𝑔( به ازای هر گروهیتحدب لگاریتمی درون) 0اصل  ∈ 𝒢 تکنولوژی گروهی مثبت ،(𝒯𝑔)
++

لگاریتمی محدب  

,𝒙̂)است. یعنی، به ازای هر  𝒚̂), (𝒙̃, 𝒚̃) ∈ (𝒯𝑔)
++

𝛼و هر   ∈  :، داریم(0,1)

(𝒙̂𝛼𝒙̃(1−𝛼), 𝒚̂𝛼𝒚̃(1−𝛼)) ∈ (𝒯𝑔)
++

. 

𝒯کند که متاتکنولوژی بوضوح تضمین می 1اصل 
𝒢

∪ های گروهی آن، یعنیشامل اجتماع همه تکنولوژی  𝒯𝑔𝑔∈𝒢 ،

ها در تکنولوژی گروهی متناظر آن زیرگروه واقع ، لازم است که مشاهدات هر یک از زیرگروه2است. بنا بر اصل 

های یک واحد ها و کاهش خروجیاز افزایش ورودی گیرنده حاصلکند که هر واحد تصمیمنیز بیان می 1شوند. اصل 

گیرنده شدنی در یک تکنولوژی گروهی )با حفظ نامنفی بودن بردارهای ورودی و خروجی( در آن تکنولوژی تصمیم

 مراجعه شود. [7]، به 1و  2، 1گیرد. برای جزئیات بیشتر درباره اصول گروهی جای می

کند که هر یک از شود. این اصل تضمین مییک اصل تولید جدید است که در این مقاله معرفی می 0اصل 

𝒯های گروهی متاتکنولوژی تکنولوژی
𝒢

گروهی معرفی شده در محدب است و جایگزین اصل تحدب درونلگاریتمی 

های گروهی، تحدب علیرغم تضمین تحدب لگاریتمی تکنولوژی 0شود. لازم به ذکر است که اصل محسوب می [7]

 تشریح خواهد شد. 1-1کند. این نکته در مثال لگاریتمی خود متاتکنولوژی را ایجاب نمی

𝑔برای هر  ∈ 𝒢 از نماد ،𝒯
𝑔

⊑ 𝒯
𝒢

𝒯که  تا بیان کنیم کنیماستفاده می 
𝑔

ام متاتکنولوژی -𝑔تکنولوژی گروهی  

𝒯
𝒢

𝕋کنیم است. همچنین، فرض می 
𝒢

CD
𝒯های مجموعه همه متاتکنولوژی 

𝒢
کنند. صدق می 0-1است که در اصول  

 کنیم. ها، تعریف زیر را ارائه میبا استفاده از این نمادگذاری

𝒯داگلاس -متاتکنولوژی کاب 5-3تعريف 
𝒢

CD
𝒯های گروهی آن، یعنی و تکنولوژی 

𝑔

CD
 ،𝑔 ∈ 𝒢 صورت ، بترتیب به

 شوند:زیر تعریف می

𝒯
𝒢

CD
: = ⋂ 𝒯𝒢

𝒯𝒢∈𝒯𝒢
CD

 ,                  (9)  

𝒯
𝑔

CD
: = ⋂ 𝒯𝑔

𝒯𝑔⊑𝒯𝒢 ,

  𝒯𝒢∈𝒯𝒢
CD

,    𝑔 ∈ 𝒢. 
(17)  
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𝐺در نظر گرفت. بطور دقیقتر، اگر  2-2توان به عنوان تعمیم تعریف را می 1-1توجه شود که تعریف  = ، آنگاه 1

برقرار خواهد بود.  بوضوح 1اش خواهد بود و اصل داگلاس در واقع همان تنها تکنولوژی گروهی-متاتکنولوژی کاب

تبدیل به تعریف  1-1بترتیب تبدیل به اصول الف، ب و پ خواهند شد. در نتیجه، تعریف  0و  1، 2همچنین، اصول 

 شود.می 2-2

های گروهی آن داگلاس و تکنولوژی-ای بین متاتکنولوژی کابشده، هیچ رابطه از پیش تعیین1-1بنا بر تعریف 

دهیم که متاتکنولوژی کاب داگلاس برابر با در قضیه بعد نشان میک رابطه ساختاری، اعمال نشده است. به عنوان ی

صدق  [7]معرفی شده در  های گروهیتولید توسط تکنولوژیاش است و لذا در اصل های گروهیاجتماع تکنولوژی

 کند. می

 تساوی زیر برقرار است: 5-3قضیه 

𝒯 خواهیم ثابت کنیمباشد. می (11)دهنده مجموعه سمت راست تساوی نشان 𝒰فرض کنید  برهان.
𝒢

CD
= 𝒰. 

𝒯𝑔را به عنوان یک متاتکنولوژی در نظر بگیرید بطوریکه  𝒰مجموعه 
CD  تکنولوژی گروهی𝑔- ام آن است. مشابه لم

A.1  توان نشان داد که ، می[7]در𝒯𝑔
CD  برای هر𝑔 ∈ 𝒢 کند. در نتیجه، مجموعه پ صدق می-در اصول الف𝒰 

𝒰 کند و لذاصدق می 0تا  1در همه اصول  ∈ 𝕋
𝒢

CD
𝒯 شود کهنتیجه می (9) تعریف . بنابراین، از

𝒢

CD
⊆ 𝒰 . 

,𝒙) کنیدعکس، فرض بر 𝒚) ∈ 𝒰 بنا بر تعریف، یک .𝑔′ ∈ 𝒢 وجود دارد بطوریکه (𝒙, 𝒚) ∈ 𝒯𝑔′
CD .ای هررب 

𝒯𝒢 ∈ 𝕋
𝒢

CD
,𝒙)شود نتیجه می (17)داگلاس در -از تعریف تکنولوژی گروهی کاب،  𝒚) ∈ 𝒯𝑔′ ⊆ 𝒯

𝒢
 ، بطوریکه

𝒯𝑔′ ⊑ 𝒯
𝒢

,𝒙) شودنتیجه می (9)داگلاس در -. بنابراین، از تعریف متاتکنولوژی کاب 𝒚) ∈ 𝒯𝒢
CD،پس . 𝒰 ⊆

𝒯
𝒢

CD
𝒯. در نتیجه، 

𝒢

CD
= 𝒰  شود.ثابت می (11)، و لذا تساوی                    

سازی متاتکنولوژی معادل روش اصل موضوعی بکار گرفته شده در این مقاله برای مدلدهد که نشان می 1-1قضیه 

 اش است. های گروهیصورت اجتماع تکنولوژیبا همان تعریف اولیه متاتکنولوژی به

𝒯داگلاس -شود که متاتکنولوژی کاب، نتیجه می1-1از برهان قضیه 
𝒢

CD
که ایجاب کند صدق می 0تا  1در اصول  

𝒯کند می
𝒢

CD
∈ 𝕋𝒢

CD شود.حاصل می 1-1و  1-2. بنابراین، نتیجه زیر از تعاریف 

𝒯داگلاس -متاتکنولوژی کاب 5-3نتیجه 
𝒢

CD
 کند.صدق می 0تا  1در اصل برونیابی حداقل بر حسب اصول  

𝑔حال، برای هر  ∈ 𝒢داگلاس گروهی تولید شده توسط مشاهدات -، تکنولوژی کاب𝒩𝑔 را با 𝒯
𝑔,min

CD
نشان  

 صورت زیر است:، توصیف جبری این تکنولوژی به1-2دهیم. بنا بر قضیه می

𝒯
𝒢

CD
= ⋃ 𝒯𝑔

CD

𝑔∈𝒢

. (11)  

𝒯
𝑔,min

CD
= {(𝒙, 𝒚) ∈ ℝ+

𝑚 × ℝ+
𝑠 | ∏ 𝒙

𝑗

𝜇𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≤ 𝒙

                                                          ∏ 𝒚
𝑗

𝜇𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≥ 𝒚,

                                                                      ∑ 𝜇𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

= 1, 𝝁 ≥ 𝟎}.

     (12)  
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𝑔دهیم که برای هر قضیه بعد، نشان میدر  ∈ 𝒢 تکنولوژی گروهی ،𝑔-داگلاس برابر با -ام متاتکنولوژی کاب

داگلاس برابر -ام است و در نتیجه متاتکنولوژی کاب-𝑔داگلاس تولید شده توسط مشاهدات زیرگروه -تکنولوژی کاب

 داگلاس گروهی است.-تکنولوژی کاب 𝐺با اجتماع 

 :نداحکام زیر برقرار 8-3قضیه 

′𝑔، اندیس دلخواه (11)برای اثبات  برهان. ∈ 𝒢 توان نشان داد که را در نظر بگیرید. می𝒯
𝑔′

CD
در اصول الف تا پ  

𝒯𝑔′,minکند. چون صدق می
CD شود کهکند، نتیجه میکوچکترین تکنولوژی است که در اصول مذکور صدق می 

𝒯𝑔′,min
CD ⊆ 𝒯

𝑔′

CD
⋃. برعکس، مجموعه  𝒯𝑔,min

CD
𝑔∈𝒢 هی های گرورا به عنوان یک متاتکنولوژی با تکنولوژی

𝒯𝑔,min
CD ،𝑔 ∈ 𝒢 کند که از آن نتیجه صدق می 0تا  1، در نظر بگیرید. در این صورت، این متاتکنولوژی در اصول

⋃ شودمی 𝒯𝑔,min
CD

𝑔∈𝒢  ∈ 𝕋𝒢
CD .داگلاس -بنابراین، از تعریف تکنولوژی گروهی کاب𝑔′-(، داریم17) ام در 

𝒯
𝑔′

CD
⊆ 𝒯𝑔′,min

CD  دهد می نتیجهکه𝒯
𝑔′

CD
= 𝒯𝑔′,min

CD . نتیجه  (11)از تساوی  (10)تساوی ، (11)با توجه به

                  شود. بنابراین، اثبات کامل است.می

 دهد.داگلاس را ارائه می-، قضیه بعد توصیف جبری متاتکنولوژی کاب2-1با استفاده از قضیه 

𝒯داگلاس -متاتکنولوژی کاب 3-3قضیه 
𝒢

CD
,𝒙)برابر است با مجموعه همه   𝒚) ∈ ℝ+

𝑚 × ℝ+
𝑠  که در شرایط

 کنند:زیر صدق می

,𝒙)مجموعه همه  𝒲فرض کنید  برهان. 𝒚) ∈ ℝ+
𝑚 × ℝ+

𝑠  کنند. صدق می (19)تا  (11)باشد که در شرایط

𝒯 خواهیم ثابت کنیممی
𝒢

CD
= 𝒲 . 

,𝒙)فرض کنید  𝒚) ∈ 𝒯
𝒢

CD
′𝑔، یک (10)بنا بر تساوی  . ∈ 𝒢 ه کوجود دارد بطوری(𝒙, 𝒚) ∈ 𝒯

𝑔′,min

CD
. بنابراین، 

,𝒙)وجود دارد بطوریکه  𝝁یک بردار  𝒚)  ید کند. تعریف کنصدق می (12)با این بردار در شرایط𝛾𝑔′ = و  1

𝛾𝑔 = 𝑔برای  0 ≠ 𝑔′ ،𝑔 ∈ 𝒢 ؛ همچنین، تعریف کنید𝜆𝑗 = 𝜇𝑗  برای𝑗 ∈ ℐg′ و ،𝜆𝑗 = 𝑗 برای 0 ∈ 𝒥\𝒥𝑔′ .

𝒯
𝑔

CD
= 𝒯𝑔,min

CD ,    𝑔 ∈ 𝒢,  (11)  

𝒯
𝒢

CD
= ⋃ 𝒯𝑔,min

CD

𝑔∈𝒢

.           
(10)  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≤ 𝒙𝛾𝑔 ,     𝑔 ∈ 𝒢, (11)  

∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≥ 𝒚𝛾𝑔 ,     𝑔 ∈ 𝒢, (11)  

∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

= 𝛾𝑔,                       (10)  

∑ 𝛾𝑔

𝑔∈𝒢

= 1,                         (18)  

𝝀 ≥ 𝟎, 𝜸 ∈ {0,1}𝐺 .             (19)  



 11                                                             یگروهدرون یتمیداگلاس تحت تحدب لگار-کاب یدر متاتکنولوژ ییکارا یابیارز
 

   

,𝒙)در این صورت،  𝒚)  با بردارهای تعریف شده𝝀  و𝜸  کند و لذا صدق می (19)تا  (11)در شرایط(𝒙, 𝒚) ∈ 𝒲 .

𝒯 ،پس
𝒢

CD
⊆ 𝒲. 

,𝒙) عکس، فرض کنیدبر 𝒚) ∈ 𝒲 در این صورت، بردارهای .𝝀  و𝜸  وجود دارند بطوریکه(𝒙, 𝒚)  با این بردارها

𝛾𝑔 ،𝑔کند. چون مجموع متغیرهای دودویی صدق می (19)تا  (11)در شرایط  ∈ 𝒢 برابر با یک است، دقیقاً یک ،

𝑔′ ∈ 𝒢  وجود دارد بطوریکه𝛾𝑔′ = 𝛾𝑔، و 1 = 𝑔برای همه  0 ≠ 𝑔′، 𝑔 ∈ 𝒢 تعریف کنید .𝜇𝑗 = 𝜆𝑗 برای 

𝑗 ∈ 𝒥𝑔′ ،در این صورت .(𝒙, 𝒚)  با بردار𝝁  کند و لذاصدق می (12)در (𝒙, 𝒚) ∈ 𝒯
𝑔′,min

CD
، (10). با استفاده از 

,𝒙) شودنتیجه می 𝒚) ∈ 𝒯
𝒢

CD
𝒲 . بنابراین، داریم ⊆ 𝒯

𝒢

CD
𝒯 . در نتیجه،

𝒢

CD
= 𝒲.                               

شده در این بخش با یک مثال عددی های گروهی، نتایج ارائهساختار متاتکنولوژی و تکنولوژی بهترتبیین  برای

 گردد.تشریح می

گیریم، بطوریکه را در نظر می 1تعریف شده در جدول  𝐹و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶 ،𝐷 ،𝐸 گیرندهتصمیمشش واحد  5-3مثال 

ه گیرندکنیم که سه واحد تصمیمکند. فرض میتولید می 𝑥را با استفاده از تنها ورودی  𝑦هر یک از آنها تنها خروجی 

𝐴 ،𝐵  و𝐶 گیرنده فعالیت مشابه در گروه اول، و سه واحد تصمیم𝐷 ،𝐸  و𝐹  دارند.فعالیت مشابه در گروه دوم 

 

 (5-3گیرنده مشاهده شده در مثال مشش واحد تصمی) 5جدول 

 دوم اول گروه

 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹 گیرندهواحد تصمیم

 1 2 0 1 1 0 (𝒙ورودی )

 1 1 0 2 9 2 (𝒚خروجي )
 

 

 

 

  

 (𝑬تا  𝑨داگلاس تولید شده توسط مشاهدات -متاتکنولوژی کاب) 5شکل 
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دهنده بترتیب نشان 1در شکل  ′𝐷′𝐷𝐸𝐸و  ′𝐴′𝐴𝐵𝐶𝐶های نواحی رنگی پایین و سمت راست منحنی

𝒯1,minداگلاس گروهی -های کابتکنولوژی
CD  و𝒯2,min

CD های اول و دوم هستند. تولید شده توسط مشاهدات گروه

ها لگاریتمی محدب هستند. همچنین، مرز هر یک از آنها بر خلاف کنیم که هر یک از این تکنولوژیتوجه می

یک منحنی مقعر  𝐴𝐵قطعه خطی نیست. به عنوان مثال، قطعه -مقیاس متغیر قطعه-به-تکنولوژی استاندارد بازده

بندی با گروه 𝐸تا  𝐴داگلاس تولید شده توسط مشاهدات -، متاتکنولوژی کاب2-1بالا( است. بنا بر قضیه  )تقعر رو به

ولید شده داگلاس ت-داگلاس گروهی. بنابراین، متاتکنولوژی کاب-مفروض آنها برابر است با اجتماع دو تکنولوژی کاب

 ست.ا ′𝐴′𝐴𝐵𝐺𝐸𝐸برابر با ناحیه رنگی محدود شده با منحنی 

گیریم که مجموعه همه ترکیبات محدب لگاریتمی نقاط را در نظر می 𝐵𝐸چین ، منحنی خط1-1برای تشریح تذکر 

𝐵  و𝐸 بینیم، نقاط این منحنی به جز نقاط ابتدا و انتهای آن متعلق به متاتکنولوژی دهد. همانطور که میرا نشان می

کنولوژی لگاریتمی محدب نیست. بنابراین، اگرچه هر دو تکنولوژی داگلاس تولید شده نیستند و لذا، این متات-کاب

داگلاس لگاریتمی محدب هستند، خود متاتکنولوژی که حاصل اجتماع آنها است -گروهی متاتکنولوژی کاب

 محدب نیست.  لگاریتمی

داگلاس -کابتکنولوژی  1-1در شکل  ′𝐴′𝐴𝐵𝑄𝐸𝐸در پایان، توجه شود که ناحیه پایین و سمت راست منحنی 

 داگلاس تولید شده-دهد. بنابراین، متاتکنولوژی کاباستاندارد تولید شده با همه مشاهدات داده شده را نشان می

 داگلاس تولید شده است، ولی برابر با آن نیست.-یک زیرمجموعه تکنولوژی استاندارد کاب

 داگلاس-گیری متاکارايي کاباندازه -0

ه داگلاس تولید شد-داگلاس و متاتکنولوژی کاب-تشریح شد، تکنولوژی استاندارد کاب 1-1همانطور که در مثال 

توان ثابت کرد که رابطه زیر بین آنها توسط مجموعه مشاهدات ممکن است باهم برابر نباشد. در حالت کلی، می

 برقرار است:

𝜃𝑜فرض کنید 
𝒢 گیرنده دهنده کارایی شعاعی ورودی واحد تصمیمنشان(𝒙𝑜, 𝒚𝑜)  نسبت به متاتکنولوژی𝒯

𝒢

CD
 

𝜃𝑜باشد. به عبارت دیگر، 
𝒢 با جایگزینی  (27)سازی سازی حاصل از مسئله بهینهمقدار بهینه مسئله بهینه𝒯  با𝒯

𝒢

CD
 

 است. یعنی،

( 27) ابطهر از، شودسازی منجر به بدتر شدن مقدار بهینه نمیناحیه شدنی یک مسئله بهینه بزرگتر شدناز آنجا که 

 ( برقرار است:21( و )0سازی)شود که نامساوی زیر بین مقادیر بهینه مسائل بهینهنتیجه می

-، ممکن است متاکارایی واحد تحت ارزیابی با استفاده نادرست از تکنولوژی استاندارد کاب(22)بر نامساوی  بنا

 سازی( بهبندی آنها در مدلگروهبه داگلاس تولید شده توسط همه واحدهای تصمیم گیرنده )یعنی، بدون توجه 

د. به یج ارزیابی دقیق نباشداگلاس تولید شده توسط آنها تحت تأثیر قرار گیرد و لذا نتا-جای متاتکنولوژی کاب

گیریم. در این صورت، را به عنوان واحد تحت ارزیابی در نظر می 1-1در مثال  𝐶عنوان مثال، واحد مشاهده شده 

𝒯
𝒢

CD
⊆ 𝒯CD. (27)  

𝜃𝑜
𝒢

= min  𝜃

                 subject to

                             (𝜃𝒙𝑜 , 𝒚𝑜) ∈ 𝒯𝒢
CD

                    𝜃 sign free.

              (21)  

𝜃𝑜 ≤ 𝜃𝑜
𝒢

. (22)  
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داگلاس تولید -داگلاس و متاکارایی ورودی آن در متاتکنولوژی کاب-کارایی ورودی این واحد در تکنولوژی کاب

𝜃𝑜 بترتیب برابر با 𝐸تا  𝐴شده توسط مجموعه مشاهدات  =
𝑃𝑄

𝑃𝐶
𝜃𝑜و  

𝒢
=

𝑃𝑅

𝑃𝐶
دهد که . این نشان میهستند 

عالیت نادیده گرفتن ف توان نتیجه گرفت کهصورت اکید نیز برقرار باشد. بنابراین، میممکن است به (22)نامساوی 

به بزرگتر شدن مجموعه  داگلاس ممکن است منجر-سازی متاتکنولوژی کابگیرنده در مدلگروهی واحدهای تصمیم

 تکنولوژی و در نتیجه کوچکتر شدن اندازه متاکارایی شود. 

م. کنیداگلاس ارائه می-در این بخش، دو روش برای محاسبه اندازه متاکارایی شعاعی ورودی در متاتکنولوژی کاب

ای مرحلهروش دوم تکسازی خطی دارد، مسئله بهینه 𝐺ای است و نیاز به حل بر خلاف روش اول که چند مرحله

 شود. سازی خطی اجرا میاست و با حل تنها یک مسئله بهینه

𝜃𝑜روش اول برای محاسبه 
𝒢  مبتنی بر توصیف ساختاری متاتکنولوژی𝒯

𝒢

CD
دهد است، که نشان می (10)در  

𝜃𝑜اش است. بنا بر تعریف، داگلاس گروهی-های کابداگلاس برابر با اجتماع تکنولوژی-متاتکنولوژی کاب
𝒢  مقدار

𝑔است. به ازای هر  (21)سازی بهینه مسئله بهینه ∈ 𝒢کنیم ، فرض می𝜃𝑜
𝑔 سازی حاصل مقدار بهینه مسئله بهینه

𝒯𝑔,minبا  𝒯CDاز جایگزینی 
CD با فرض شدنی بودن مسئله( است.  (0)سازی در مسئله بهینه( 

𝒯، مجموعه (10)با توجه به تساوی 
𝒢

CD
⋃با را  (21)سازی در مسئله بهینه  𝒯𝑔,min

CD
𝑔∈𝒢 کنیم. در این جایگزین می

𝜃𝑜 مقدار بهینهشود صورت، نتیجه می
𝒢  مقادیر بهینه مینیممبرابر با 𝜃𝑜

𝑔 ،𝑔 ∈ 𝒢 .بنابراین، تساوی زیر برقرار ، است

 است:

,𝒙𝑜)کند که متاکارایی شعاعی ورودی واحد بیان می (21)رابطه  𝒚𝑜) داگلاس -در متاتکنولوژی کاب𝒯
𝒢

CD
برابر  

داگلاس گروهی -های کابهای شعاعی ورودی این واحد نسبت به تکنولوژیاست با مینیمم مقدار )ابر(کارایی

𝒯𝑔,min
CD، 𝑔 ∈ 𝒢 . 

𝜃𝑜، هر یک از مقادیر بهینه 1-2با توجه به توضیحات بخش 
𝑔 ،𝑔 ∈ 𝒢 سازی توان با حل یک مسئله بهینه، را می

𝜃𝑜اندازه متاکارایی  خطی بدست آورد. بنابراین، محاسبه
𝒢  نیازمند حل  (21)با استفاده از رابطه𝐺 سازی مسئله بهینه

 خطی است.

𝜃𝑜روش دوم برای محاسبه 
𝒢  مبتنی بر توصیف جبری متاتکنولوژی𝒯

𝒢

CD
است. با استفاده از توصیف  1-1در قضیه  

 کنیم:را به صورت معادل زیر بیان می (21)سازی مذکور، مسئله بهینه

𝜃𝑜
𝒢

= min
𝑔∈𝒢

{𝜃𝑜
𝑔

}. (21)  

𝜃𝑜
𝒢

= min  𝜃                                                  (20)  
subject to                                  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≤ 𝜃𝛾𝑔𝒙𝑜

𝛾𝑔 ,     𝑔 ∈ 𝒢, (21)  

∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≥ 𝒚𝑜

𝛾𝑔 ,            𝑔 ∈ 𝒢, (21)  

∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

= 𝛾𝑔,     𝑔 ∈ 𝒢,              (20)  
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,𝒙𝑜) بنا بر فرض، داریم 𝒚𝑜) ∈ 𝒯
𝒢

CD
سازی غیرخطی توان بررسی کرد که مسئله بهینهبنابراین، به راحتی می .

( همواره دارای جواب شدنی است. 𝜸 ، و دودویی𝝀و  𝜃)با متغیرهای پیوسته  (17)تا  (20)مختلط تعریف شده در 

 ه کرد:زیر پیوست معادل به فرمتوان سازی را میکنیم که متغیرهای دودویی این مسئله بهینه، ثابت می1-0در قضیه 

 تساوی زیر برقرار است: 5-0قضیه 

خواهیم ثابت کنیم نامیم. می( می#را مسئله ) (17)تا  (20)برای اختصار در نوشتار، مسئله تعریف شده در  برهان.

 باهم برابرند. (11)( و #مقادیر بهینه مسائل )

𝜃𝑜 شود، نتیجه میاست (11)( زیرمجموعه ناحیه شدنی مسئله #ناحیه شدنی مسئله ) چون
𝒢

≥ 𝜃̅𝑜
𝒢 برای اثبات .

صدق  (28)ن این جواب در محدودیت باشد. چو (11)جواب بهینه مسئله  ∗𝜸و  ∗𝜃∗ ،𝝀عکس نامساوی، فرض کنید 

∗𝜸 کند، داریممی ≤ ′𝑔. همچنین، یک 𝟏 ∈ 𝒢 وجود دارد بطوریکه 𝛾𝑔′
∗ > ، (21)های ، محدودیت′𝑔. برای این 0

 کنیم:زیر بیان می صورت معادلرا بترتیب به  (20)و ( 21)

𝜃 کنیممیتعریف  = 𝜃∗ ،𝝀̂𝑔′ =
1

𝛾
𝑔′
∗ 𝝀∗ ،𝛾𝑔′ = 1 ،𝝀̂𝑔 = 𝛾𝑔و  𝟎 = 𝑔 برای 0 ≠ 𝑔′ ،𝑔 ∈ 𝒢 در این .

𝜃𝑜 ( است. بنابراین،#یک جواب شدنی برای مسئله ) 𝜸̂و  𝜃 ،𝝀̂که  شودمینتیجه  (11)و  (10)، (11)صورت، از 
𝒢

≤

𝜃̅𝑜
𝒢 شود.ثابت می (12). در نتیجه، تساوی    

𝜃𝑜دهد که متاکارایی می نشان 1-0قضیه 
𝒢 محاسبه کرد.  (11)سازی غیرخطی توان با حل مسئله بهینهرا می

سازی خطی از پیچیدگی محاسباتی بیشتری بهینهسازی غیرخطی در مقایسه با مسائل مسائل بهینهدانیم می

بنابراین، با استفاده از تغییر متغیرهای مناسبی در دو مرحله، مسئله  .ها دشوارتر استبرخوردار بوده و حل آن

از تغییر کنیم. در مرحله اول، سازی خطی معادل تبدیل میرا به یک مسئله بهینه (11)سازی غیرخطی بهینه

𝜃𝑔متغیرهای  ≔ 𝜃𝛾𝑔 ،𝑔 ∈ 𝒢سازی غیرخطی معادل را به مسئله بهینه (11)سازی ، استفاده کرده و مسئله بهینه

 کنیم:زیر تبدیل می

∑ 𝛾𝑔

𝑔∈𝒢

= 1,                                 (28)  

𝜃 sign free, 𝝀 ≥ 𝟎,                   (29)  

𝜸 ∈ {0,1}𝐺 .                                (17)  

𝜃̅𝑜
𝒢

= min  𝜃

                 subject to

                     (25) − (29)
            𝜸 ≥ 𝟎.

              (11)  

𝜃𝑜
𝒢

= 𝜃̅𝑜
𝒢

. (12)  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗
∗/𝛾

𝑔′
∗

𝑗∈𝒥𝑔

≤ 𝜃∗𝒙𝑜 ,     𝑔 ∈ 𝒢, (11)  

∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗
∗/𝛾

𝑔′
∗

𝑗∈𝒥𝑔

≥ 𝒚𝑜 ,          𝑔 ∈ 𝒢, (10)  

∑ 𝜆𝑗
∗/𝛾𝑔′

∗

𝑗∈𝒥𝑔

= 1.                           (11)  
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 کنیم.را در قضیه بعد ثابت می (11)سازی بهینه مسئلهسازی بالا با معادل بودن مسئله بهینه

 برقرار است:  زیرتساوی  8-0قضیه 

نامیم. بایستی ثابت کنیم ( می##را مسئله ) (01)تا  (11)برای اختصار در نوشتار، مسئله تعریف شده در  برهان.

 باهم برابرند.  (##)و  (11)مقادیر بهینه مسائل 

′𝜽کنیم باشد. تعریف می (11) جواب بهینه مسئله ∗𝜸و  ∗𝜃∗ ،𝝀کنید فرض  = 𝜃∗𝟏 ،𝝀′ = 𝝀∗ و 𝜸′ = 𝜸∗ .

∑( است. چون ##واب شدنی مسئله )ج ′𝜸 و ′𝜽′ ،𝝀توان بررسی کرد که براحتی می 𝛾𝑔
∗

𝑔∈𝒢 = ، مقدار تابع 1

𝜃̅𝑜 . در نتیجه،∗𝜃 هدف برای این جواب شدنی برابر است با
𝒢

≥ 𝜃̃𝑜
𝒢  . 

صدق  (07)( باشد. چون این جواب در محدودیت ##بهینه مسئله ) جواب ∗∗𝜸و  ∗∗𝜃∗∗ ،𝝀برعکس، فرض کنید 

′𝑔کند، یک اندیس می ∈ 𝒢 وجود دارد بطوریکه 𝛾𝑔′
∗∗ > و ( 18)، (10های ). برای چنین اندیسی، محدودیت0

 کنیم:زیر بیان می صورت معادلرا بترتیب به  (19)

𝜃توان نشان داد که می = (𝜃𝑔′
∗∗)

1/𝛾𝑔′
∗∗

، 𝝀̂𝑔′ =
1

𝛾
𝑔′
∗∗ 𝝀∗∗، 𝛾𝑔′ = 1 ،𝝀̂𝑔 = 𝛾𝑔و  𝟎 = 𝑔همه برای  0 ≠ 𝑔′ ،

𝑔 ∈ 𝒢 مقدار تابع هدف برای این جواب شدنی برابر است با است.  (11)، یک جواب شدنی برای مسئله(𝜃𝑔′
∗∗)

1/𝛾
𝑔′
∗∗

 .

 بنابراین،

𝜃̅𝑜
𝒢

≤ (𝜃𝑔′
∗∗)

1/𝛾𝑔′
∗∗

𝜃̅𝑜) ، و یا بطور معادل
𝒢

)
𝛾𝑔′

∗∗

≤ 𝜃𝑔′
∑. چون ∗∗ 𝛾𝑔

∗∗
𝑔∈𝒢 = ، ضرب طرفین راست و چپ این 1

𝜃̃𝑜
𝒢

= min  ∏ 𝜃𝑔

𝑔∈𝒢

                                       (11)  

subject to                                  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≤ 𝜃𝑔𝒙𝑜

𝛾𝑔 ,      𝑔 ∈ 𝒢, (10)  

∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

≥ 𝒚𝑜

𝛾𝑔 ,           𝑔 ∈ 𝒢, (18)  

∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

= 𝛾𝑔,     𝑔 ∈ 𝒢,              (19)  

∑ 𝛾𝑔

𝑔∈𝒢

= 1,                                (07)  

𝟏 ≥ 𝜽 ≥ 𝟎, 𝝀 ≥ 𝟎, 𝜸 ≥ 𝟎.       (01)  

𝜃̅𝑜
𝒢

= 𝜃̃𝑜
𝒢

. (20)  

∏ 𝒙
𝑗

𝜆𝑗
∗∗/𝛾

𝑔′
∗∗

𝑗∈𝒥𝑔′

≤ (𝜃𝑔′
∗∗)

1/𝛾
𝑔′
∗∗

𝒙𝑜, (10)  

∏ 𝒚
𝑗

𝜆𝑗
∗∗/𝛾

𝑔′
∗∗

𝑗∈𝒥𝑔′

≥ 𝒚𝑜,                    (00)  

∑ 𝜆𝑗
∗∗/𝛾𝑔′

∗∗

𝑗∈𝒥𝑔′

= 1.                       (10)  
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𝜃̅𝑜 دهدمیها بطور متناظر در هم نتیجه نامساوی
𝒢

≤ 𝜃̃𝑜
𝒢 . شود.ثابت می (02)بنابراین، تساوی      

 :آیدبدست میزیر  تساوی، 2-0و  1-0از قضایای 

𝜃𝑜دهد که اندازه متاکارایی نشان می (01)تساوی 
𝒢  سازی غیرخطی تعریف شده در از حل مسئله بهینه توانمیرا

𝜑𝑔تغییر متغیرهای بدست آورد. با انجام  (01)تا  (11) ≔ − ln 𝜃𝑔 ،𝑔 ∈ 𝒢را به سازی مذکور ، مسئله بهینه

 کنیم:سازی خطی معادل زیر تبدیل میمسئله بهینه

𝜃𝑔 باشد، آنگاه بالا جواب بهینه مسئله ∗𝝀و  ∗𝝋∗ ،𝜸اگر 
′ = exp(−𝜑𝑔

∗ ) ،𝑔 ∈ 𝒢 ،𝜸′ = 𝜸∗  و𝝀′ = 𝝀∗ 

𝜃̃𝑜مقدار بهینه متناظر برابر است با  خواهد بود، و (01)تا  (11)تعریف شده در جواب بهینه مسئله 
𝒢

=

exp(− ∑ 𝜑𝑔
∗

𝑔∈𝒢  شود:حاصل می (01)از رابطه زیر  تساویدر نتیجه، . (

𝜃𝑜داگلاس -دهد که متاکارایی کاباین رابطه نشان می
𝒢 سازی خطی تعریف شده در توان با حل مسئله بهینهرا می

مسئله  𝐺دهد که روش دوم در مقایسه با روش اول که نیازمند حل بدست آورد. این مطلب نشان می (12)تا  (00)

ه سازی خطی با استفادسازی خطی است، از کارایی محاسباتی بالاتری برخوردار است. چون حل مسائل بهینهبهینه

های پیشنهادی ما برای محاسبه متاکارایی سازی براحتی قابل اجرا است، استفاده از روشافزارهای رایج بهینهاز نرم

 ل اجرا است.داگلاس از دید عملی کارا و به سادگی قاب-کاب

 مثال عددی -5

اجرا  1-1گیرنده مثال در این بخش، دو روش ارائه شده در بخش قبل را برای ارزیابی متاکارایی واحدهای تصمیم

 کنیم. کنیم و نتایج حاصل را تشریح میمی

 هایتکنولوژیگیرنده را بترتیب در های کارایی شعاعی ورودی واحدهای تصمیمبرای اجرای روش اول، ابتدا اندازه

𝒯1,minداگلاس گروهی -کاب
CD  و𝒯2,min

CD کنیم. نتایج گیری میاندازههای اول و دوم تولید شده توسط مشاهدات گروه

گیرنده بینیم، واحدهای تصمیمهمانطور که می آمده است. 2تیب در سطرهای سوم و چهارم جدول بدست آمده بتر

𝐴 ،𝐵  و𝐶 گیرنده د. همچنین، واحدهای تصمیمدر تکنولوژی اول کارا هستن𝐷  و𝐸  .در تکنولوژی دوم کارا هستند 
 

𝜃𝑜
𝒢

= 𝜃̃𝑜
𝒢

. (01)  

𝜑𝑜
𝒢

= max  ∑ 𝜑𝑔

𝑔∈𝐺

                                       (00)  

subject to                                  

                        ∑ 𝜆𝑗ln(𝒙𝑗)

𝑗∈𝒥

≤ 𝛾𝑔ln(𝒙𝑜) − 𝜑𝑔,      𝑔 ∈ 𝒢, (08)  

            ∑ 𝜆𝑗ln(𝒚𝑗)

𝑗∈𝒥

≥ 𝛾𝑔ln(𝒚𝑜),     𝑔 ∈ 𝒢, (09)  

∑ 𝜆𝑗

𝑗∈𝒥𝑔

= 𝛾𝑔,     𝑔 ∈ 𝒢,              (17)  

∑ 𝛾𝑔

𝑔∈𝒢

= 1,                                (11)  

𝝋 ≥ 𝟎, 𝝀 ≥ 𝟎, 𝜸 ≥ 𝟎.             (12)  

𝜃𝑜
𝒢

= exp(−𝜑𝑜
𝒢

). (11)  
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 (5-3گیرنده مثال های تصمیمواحد کارايي) 8جدول 

 دوم اول گروه

 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹 گیرندهواحد تصمیم

𝜃𝑜کارایی 
𝒯1,minدر تکنولوژی  1

CD 1 1 1 790091 - 791921 

𝜃𝑜)اَبر(کارایی 
𝒯2,minدر تکنولوژی  2

CD 1 297001 791118 1 1 790281 

𝜃𝑜کارایی 
𝒯{1,2}در متاتکنولوژی  {1,2}

CD 1 1 791118 790091 1 791921 
 

 (5-3گیرنده مثال های تصمیم)ورودی بهینه واحد 3جدول 

 دوم اول گروه

 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷 𝐸 𝐹 گیرندهواحد تصمیم

𝜃𝑜ورودی 
1𝑥𝑜  در تکنولوژی𝒯1,min

CD 1 2 0 191009 - 191009 

𝜃𝑜ورودی 
2𝑥𝑜  در تکنولوژی𝒯2,min

CD 1 097912 091979 1 1 1 

𝜃𝑜ورودی 
{1,2}

𝑥𝑜  در متاتکنولوژی𝒯{1,2}
CD 1 2 091979 191009 1 191009 

 

در تکنولوژی گروهی اول قرار ندارد.  𝐸گیرنده یک نکته مهم و قابل توجه در این ارزیابی این است که واحد تصمیم

در ارزیابی این واحد نسبت به تکنولوژی گروهی اول نشدنی است و لذا هیچ اندازه کارایی برای  (0)بنابراین، مدل 

-های کابگیرنده در تکنولوژهآن در جدول وارد نشده است. مقدار بهینه ورودی برای هر یک از واحدهای تصمیم

𝒯1,minداگلاس گروهی 
CD  و𝒯2,min

CD  آمده است. 1بترتیب در سطرهای سوم و چهارم جدول 

گیرنده، متاتکنولوژی حاصل از اجتماع دو برای بدست آوردن اندازه متاکارایی ورودی هر یک از واحدهای تصمیم

𝒯{1,2}صورت تکنولوژی گروهی را به
CD = 𝒯1,min

CD ∪ 𝒯2,min
CD مینیمم مقدار ، (21تساوی )گیریم. بنا بر در نظر می

𝜃𝑜
{1,2}

= min{𝜃𝑜
1, 𝜃𝑜

اندازه متاکارایی هر یک از واحدهای تحت ارزیابی را نسبت به این متاتکنولوژی نشان  {2

کنیم واحد ایم. مشاهده میآورده 2دهد. مقادیر مینیمم را برای همه واحدها محاسبه و در سطر آخر جدول می

𝒯{1,2}نسبت به متاتکنولوژی  𝐶گیرنده تصمیم
CD  ناکاراست، اگرچه نسبت به تکنولوژی گروهی𝒯1,min

CD .مقدار  کاراست

 آمده است.  1داگلاس در سطر آخر جدول -وژی کابگیرنده در متاتکنولبهینه ورودی هر یک از واحدهای تصمیم

سازی خطی گیرنده را با استفاده از مسئله بهینهای دوم، هر یک از واحدهای تصمیممرحله-برای اجرای روش تک

و  2( ارزیابی کردیم. نتایج ارزیابی همان نتایج گزارش شده در سطرهای آخر دو جدول 12( تا )00تعریف شده در )

 هستند.  1

 گیری و پیشنهادات آتينتیجه -5

 یاحدهاو ست،یدر آنها برقرار ن رندهیگمیتصم یها که فرض تجانس همه واحدهاداده یپوشش لیاز تحل ییدر کاربردها

 یبرا شده یبندحاصل از مشاهدات گروه یو متاتکنولوژ شوندیم یبندتجانس آنها گروه یبر مبنا رندهیگمیتصم

 بر فرض تحدب یموجود که مبتن یهایژ. در متاتکنولوشودیبکار گرفته م ییکارا یابیارز یهامدل یبندفرمول

از  کیدر مرز هر  یاهیحاش یورمقعر است و لذا بهره یگروه یهایهستند، مرز همه تکنولوژ یگروهدرون یمعمول

 .است یشیرافزایآنها غ

اعمال  یها براداده یپوشش لیدر چارچوب استاندارد تحل یتمیبا فرض تحدب لگار یفرض تحدب معمول ینیگزیجا

تا  یلشده است. و شنهادیپ دیتول یتکنولوژ دیدر مرز تول یاهیحاش یوربودن همزمان بهره یثابت و کاهش ،یشیافزا

اصل  یسازمدل ن،یاست. بنابرا افتهیبسط ن بمحد یتمیلگار یگروه یهایبا تکنولوژ یمتاتکنولوژ چیکنون ه

د. شویداگلاس انجام م-کاب یمقاله تحت عنوان متاتکنولوژ نیبار در ا نیاول یبرا یایمتاتکنولوژ نیچن یموضوع
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 یمفهوم ریدر تعب یگروه یهایو تکنولوژ یمتاتکنولوژ نیب ایشدهنییتع شیرابطه از پ چیاعمال ه بدون

آن  یروهداگلاس گ-کاب یهایداگلاس برابر با اجتماع تکنولوژ-کاب یکه متاتکنولوژ میکنیثابت م ،یمتاتکنولوژ

ائه داگلاس ار-کاب یدر متاتکنولوژ ییمتاکارا یریگاندازه یروش برا کی ،یساختار توصیف نیا یاست. بر مبنا

به تعداد  یخط یسازنهیرا با حل مسائل به یابیتحت ارز رندهیگمیواحد تصم ییروش متاکارا نی. اشودیم

 .کندیمجموعه مشاهدات محاسبه م یهارگروهیز

شده  دیداگلاس استاندارد تول-کاب یاز تکنولوژ رمجموعهیز کیداگلاس فقط -کاب یکه متاتکنولوژ میدهیم نشان

داگلاس -بکا یمتاتکنولوژ ن،ی. بنابراستیلزوماً با آن برابر ن یمشاهده شده است، ول رندهیگمیتصم یتوسط واحدها

داگلاس -کاب یاستفاده از تکنولوژ ،نی. همچنباشدمحدب ن یتمیممکن است لگار اشیگروه یهایبرخلاف تکنولوژ

 یواقع یممکن است منجر به بزرگتر شدن مدل تکنولوژ ییکارا یریگاندازه یداگلاس برا-کاب یمتاتکنولوژ یبه جا

 ود.ش ییکارا یهاو لذا کوچکتر شدن اندازه

مسئله  کیداگلاس با حل تنها -کاب یدر متاتکنولوژ یابیواحد تحت ارز ییمتاکاراای مرحلهتک یریگمنظور اندازه به

 ،یبرج شینما نی. با استفاده از امیکنیکاب داگلاس ارائه م یاز متاتکنولوژ یجبر شینما کی ،یخط یسازنهیبه

 یرودو یشعاع ییمتاکارا یابیارز یبرا ییوسته و دودویپ یرهایمختلط با متغ یرخطیغ یسازنهیمسئله به کی

مسئله را  نیمناسب، ا یرهایمتغ رییو تغ ییدودو یرهایمتغ یسازوستهیاستفاده از پ . سپس، بامیکنیم یبندفرمول

. شوندیم حیتشر یارائه شده با استفاده از مثال عدد جی. نتامیکنیم لیمعادل تبد یخط یسازنهیمسئله به کیبه 

اصله بر تابع ف یمبتن یرشعاعیغ ییو کارا یخروج یشعاع ییمتاکارا یریگاندازه یبرا توانیارائه شده را م جینتا

 .داد میتعم [19]جهتدار 

شده در  ارائه جی. با توجه به نتاشوندیارائه م یآت یهاانجام پژوهش یبرا ریز شنهاداتیمقاله، پ نیا جینتا یمبنا بر

، [9] جیاست. با توجه به نتا یشنهادیموضوع پ نیداگلاس اول-کاب یدر متاتکنولوژ اسیزده به مقبا یابی، ارز[20]

کل  یمتیلگار یسازطرف و محدب کیاز  یگروه یهایتکنولوژ یتمیحذف تحدب لگار یتجرب ریتأث زانیم یابیارز

. رندیقرار گ یمورد بررس گریبه عنوان موضوعات د توانندیم ییمتاکارا یریگدر اندازه گریاز طرف د یمتاتکنولوژ

 یآت یهاانجام پژوهش یبرا گریجزو موضوعات د زیمقاله ن نیا جینتا یعدد یهاشیو انجام آزما یعمل یکاربردها

 گرید یکیما،  یشنهادیها بر عملکرد مدل پداده راتییتغ ریتأث یابیو ارز تیحساس یهالیانجام تحل ت،یاست. در نها

  است. یآت یهاپژوهش یرو برا شیپ یرهایاز مس

 

  



 21                                                             یگروهدرون یتمیداگلاس تحت تحدب لگار-کاب یدر متاتکنولوژ ییکارا یابیارز
 

   

 فهرست منابع

[1] A. Charnes, W. W. Cooper, E. R. (1984). Measuring the efficiency of decision 

making units: A comment. European Journal of Operational Research, 15(3), 331–

332. https://doi.org/10.1016/0377-2217(78)90138-8. 

[2] Mergoni, A., Emrouznejad, A., & De Witte, K. (2024). Fifty years of Data 

Envelopment Analysis. European Journal of Operational Research. 

https://doi.org/10.1016/j.ejor.2024.12.049. 

[3] Cooper, W. W., Seiford, L. M., & Tone, K. (2007). Data envelopment analysis: A 

comprehensive text with models, applications, references and DEA-solver software. 

Springer New York, NY. 

[4] Dyson, R. G., Allen, R., Camanho, A. S., Podinovski, V. V, Sarrico, C. S., & Shale, 

E. A. (2001). Pitfalls and protocols in DEA. European Journal of Operational 

research, 132(2), 245–259. https://doi.org/10.1016/S0377-2217(00)00149-1. 

[5] Afsharian, M., & Podinovski, V. V. (2018). A linear programming approach to 

efficiency evaluation in nonconvex metatechnologies. European Journal of 

Operational Research, 268(1), 268–280. https://doi.org/10.1016/j.ejor.2018.01.013. 

[6] O’Donnell, C., Rao, D., & Battese, G. (2008). Metafrontier frameworks for the 

study of firm-level efficiencies and technology ratios. Empirical Economics, 34(1), 

231–255. https://doi.org/10.1007/s00181-007-0119-4. 

[7] Mehdiloo, M., Sadeghi, J., & Kerstens, K. (2024). Top down axiomatic modeling 

of metatechnologies and evaluating directional economic efficiency. 

https://www.ieseg.fr/wp-content/uploads/2024/05/2024-EQM-03.pdf. 

[8] Walheer, B. (2024). Meta-frontier: literature review and toolkit. Operational 

Research, 24. https://doi.org/10.1007/s12351-024-00830-z. 

[9] Kerstens, K., O’Donnell, C., & Van de Woestyne, I. (2019). Metatechnology 

frontier and convexity: A restatement. European Journal of Operational Research, 

275(2), 780–792. https://doi.org/10.1016/J.EJOR.2018.11.064. 

[10] Banker, R., Charnes, A., & Cooper, W. W. (1984). Some models for estimating 

technical and scale inefficiencies in Data Envelopment Analysis. Management 

Science, 30(9), 1078–1092. https://doi.org/10.1287/mnsc.30.9.1078. 

[11] Afriat, S. N. (1972). Efficiency estimation of production functions. International 

Economic Review, 13(3), 568–598. https://doi.org/10.2307/2525845. 

[12] Shephard, R. W. (1974). Indirect production functions. Mathematical Systems in 

Economics No. 10. Anton Hain, Meisenheim am Glan. 

[13] Färe, R., Grosskopf, S., & Logan, J. (1983). The relative efficiency of Illinois 

electric utilities. Resources and Energy, 5(4), 349–367. https://doi.org/10.1016/0165-

0572(83)90033-6. 

[14] Banker, R. D., & Maindiratta, A. (1986). Piecewise loglinear estimation of 

efficient production surfaces. Management Science, 32, 126–135. 



 20                      1071های نوین در ریاضی/ سال دوازدهم، شماره شصت و یکم، مرداد و شهریور محمود مهدیلو و همکاران / پژوهش
 

 

 

https://doi.org/10.1287/mnsc.32.1.126. 

[15] Charnes, A., Cooper, W. W., Seiford, L., & Stutz, J. (1982). A multiplicative 

model for efficiency analysis. Socio Economic Planning Sciences, 16, 213–224. 

https://doi.org/0038-0121(82)90029-5. 

[16] Banker, R. D., Charnes, A., Cooper, W. W., & Schinnar, A. (1981). A bi-extremal 

principle for frontier estimation and efficiency evaluation. Management Science, 27, 

1370–1382. https://doi.org/10.1287/mnsc.27.12.1370. 

[17] Mehdiloozad, M., Sahoo, B. K., & Roshdi, I. (2014). A generalized multiplicative 

directional distance function for efficiency measurement in DEA. European Journal 

of Operational Research, 232(3), 679–688. https://doi.org/10.1016/j.ejor.2013.07.042 

[18] Briec, W., Fukuyama, H., & Ravelojaona, P. (2021). Exponential distance 

function and duality theory. European Journal of Operational Research, 293(3), 

1002–1014. https://doi.org/10.1016/j.ejor.2020.11.037. 

[19] Chambers, R. G., Chung, Y., & Färe, R. (1998). Profit, directional distance 

functions, and Nerlovian efficiency. Journal of Optimization Theory and 

Applications, 98(2), 351–364. https://doi.org/10.1023/A:1022637501082. 

[20] Zarepisheh, M., Khorram, E., & Jahanshahloo, G. R. (2010). Returns to scale in 

multiplicative models in data envelopment analysis. Annals of Operations Research, 

173, 195–206. https://doi.org/10.1007/s10479-009-0537-0. 

 


	چکيده



